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Akronimy

AGLM Augmented Generalized Linear Model
CGLM Conjugate Generalized Linear Model
DGLM Double Generalized Linear Model
EDM Exponencial Dispersion Model

GLM Generalized Linear Model

GLMM Generalized Linear Mixed Model

GP Generalized Poisson

HGLM Hierarchical Generalized Linear Model
H-IWSL Hierarchical Iterative Weighted Least Squares
IWSL Iterative Weighted Least Squares
LMM Linear Mixed Model

MBP Minimum Bias Procedure

MML Marginal Maximum Likelihood

MLE Maximum Likelihood Estimation

NB Negative-Binomial

NLM Non-Linear Model

NLMDM Non-Linear Mixed Model

ZIGP Zero-Inflation Generalized Poisson
ZINB Zero Inflation Negative-Binomial

ZIP Zero Inflation Poisson






Wprowadzenie

Wigkszosé z nas korzysta z ustug zaktadéw ubezpieczen majatkowych
ubezpieczajac samoch6d, mieszkanie czy sprzet elektroniczny (przedmioty
ubezpieczenia), stajac si¢ ubezpieczonym (podmiotem ubezpieczenia). Kaz-
dy ubezpieczony musial wigc w tym celu odby¢ spotkanie z agentem ubezpie-
czeniowym, a méwiac inaczej kazdy ubezpieczony uczestniczyl w procesie,
ktéry mozna nazwaé specjalistycznie procesem wyceny ryzyka, czyli pro-
cesem wyznaczenia wartosci sktadki. Efektem procesu jest zawarta polisa
ubezpieczeniowa, dostarczajaca zakltadowi ubezpieczen informacji niezbed-
nych do wyznaczenia wartosci sktadki, mozliwego dzieki zalozeniu, iz dana
polisa nalezy do grupy polis, w ktorej zaklada sie w sposdb uproszczony
jednorodno$é¢. Jednorodnosé ta jest rozumiana w ten sposéb, iz kazdej po-
lisie w grupie jest przyporzadkowywana taka sama warto$é¢ sktadki. Grupe
polis nazywamy dalej portfelem. Istotnym problemem zaktadu jest wiec po-
dzial portfela polis zawierajacego polisy odnosnie do jednego produktu (pro-
dukt to np. ubezpieczenie komunikacyjne OC, ubezpieczenie nieruchomosci
itd.) na odpowiednie grupy. Proces wyodrebniania tych grup i wyznaczania
w kazdej grupie wartosci sktadki jest ogdlnie nazywany taryfikacjq (ang. ra-
temaking). OczywiScie w najprostszym przypadku portfel wszystkich polis
dla danego produktu mozna potraktowac jako portfel jednorodny i przypisac
kazdej polisie jednakowa sktadke. Czy kierowca pojazdu klasy ekonomicznej
jest jednak sklonny w ubezpieczeniu AC zaplaci¢ takg wartosé sktadki, ktéra

pokryje wartos¢ wypadku samochodu luksusowego? Czy kierowca jezdzacy



ostroznie jest sktonny w ubezpieczeniu OC zaptaci¢ taka sama sktadke jak
kierowca brawurowy? Czy wlasciciel domu stojacego na chronionym osiedlu
zamknietym jest sklonny zaptacié¢ taks sama skladke jak wtadciciel domu
znajdujacego sie¢ w niebezpiecznej dzielnicy? OdpowiedZ na powyzsze pyta-
nia brzmi: raczej nie, dlatego obecnie zaklady daza do tego, aby proces wy-
ceny ryzyka byt jak najbardziej spersonalizowany. Efektem tego jest podziat
portfela na coraz wigksza liczbe grup o tej samej sktadce. W szczegdlnodci
moze to doprowadzié¢ do sytuacji, iz w ramach jednego produktu kazda polisa
bedzie generowala inng wartosé sktadki. Przyktadem jest polisa w ubezpie-
czeniu komunikacyjnym OC/AC zawierana na zasadzie Usage-based. Ozna-
cza to, iz ubezpieczony godzi si¢ na instalacje urzadzenia elektroniczne-
go w samochodzie pozwalajacego na rzeczywisty pomiar réznego rodzaju
czynnikéw pomocnych do spersonalizowanej wyceny ryzyka. Czynniki te
to przyktadowo faktyczna liczba przejechanych kilometréw czy obszar, po
ktérym porusza sie pojazd. Zaklad ubezpieczen wyznacza wtedy warto$é
sktadki na zasadzie PAYD, inaczej Pay-As-You-Drive (zob. [Desyllas i Sako,
2013]). System zbierania danych jest nazywany telematykq (ang. telematics).
Na rynku polskim jednym z przykladéw jest rozwiazanie Mobileye (zob.
http://www.mobileye.com/pl-pl/rynki/firmy-ubezpieczeniowe/).
Dazenie do coraz wickszej personalizacji sktadki ubezpieczeniowej po-
woduje, iz zaktady ubezpieczen posiadaja coraz wiecej informacji, ktére mo-
ga by¢ brane pod uwage w procesie wyceny ryzyka. Rodzi si¢ zatem problem
w jaki sposéb wykorzystaé¢ zebrane dane. W obecnej praktyce, w masowych
portfelach polis, wyznaczenie wartosci sktadki dla polisy opiera sie na mode-
lu statystycznym, w ktérym estymuje sie jego parametry czerpiac informacje
z danych zawartych w portfelu polis. Ujmujac to jezykiem statystycznym,
czerpie sie informacje z proby. Modele te sg modelami regresyjnymi klasy
GLM (ozn. Generalized Linear Model (GLM)), czyli uogdlnionymi mode-
lami liniowymi. Wraz z coraz bardziej szczegétowymi danymi, jak réwniez
rozwojem algorytmow numerycznych, uzasadnione jest modyfikowanie sto-

sowanych obecnie modeli statystycznych.
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Celem niniejszej pracy jest zatem zaproponowanie modeli statystycz-
nych do taryfikacji uwzgledniajacych obecng specyfike masowych portfeli
ubezpieczeniowych traktowanych jako zbiory obserwacji — préby statystycz-
ne. Formalnie proponowane modele sa regresyjnymi modelami mieszanymi
klasy HGLM (ozn. Hierarchical Generalized Linear Model (HGLM)) oraz
NLMM (ozn. Non-Linear Mixed Model (NLMM)). Kazdy model prezento-
wany jest w nastepujacy sposéb:

1. Okreslenie postaci modelu.

2. Wyznaczenie charakterystyk zmiennej losowej wystepujacej w modelu.

3. Okreslenie metody estymacji parametrow modelu.

4. Scharakteryzowanie implementacji komputerowej modelu.

W nadawaniu nazwy konkretnego modelu powszechna praktyka w modelo-
waniu statystycznym jest uzywanie akroniméw, ktére w miare jasno cha-
rakteryzuja postaé¢ modelu. Najczesciej z nazwy wynika réwniez metoda
estymacji parametréw modelu. Taka praktyka powoli przyjmuje sie rowniez
w zagadnieniu taryfikacji (por. [Frees i in., 2014]). W pracy postuzono sie
wiec nastepujacg nomenklatura dotyczaca nazwy modelu: Klasa_modelu —
Klasa_rozkadu_zmiennej_objasnianej oraz uzyto akroniméw angielskich
(por. spis akroniméw).

Istotnym wkladem w powstanie monografii sa rozwigzania informa-
tyczne pozwalajace na bezposrednia aplikacje skonstruowanych modeli w pra-
ktyce ubezpieczeniowej jako rozwiniecie modeli stosowanych obecnie. Do
wiekszosci obliczen zostal zastosowany program komputerowy R [R Core
Team, 2013]. Wybér tego oprogramowania wyniknal z jego szerokich moz-
liwosci obliczeniowych w obszarze modelowania statystycznego, jak rowniez
powszechnej darmowej dostepnosci w ramach publicznej licencji GNU/GPL.
W wiekszoéci przypadkéw zostaly wykorzystane standardowe procedury
oraz funkcje zawarte w obu programach. Pewne nowe zastosowania wy-
magaly jednak przeprowadzenia implementacji komputerowej algorytmow
obliczeniowych, powodujac, iz wyniki prac badawczych sa obecnie dostepne

szerokiemu gronu odbiorcow.
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Monografia sktada si¢ z 5 rozdzialéw. Pierwszy jest rozdziatem opiso-
wym, przedstawiajacym koncepcje rozszerzenia obecnego podejscia modeli
GLM w taryfikacji do stosowania modeli mieszanych. W pierwszej kolejnosci
opisano dwa zagadnienia poruszane w monografii: taryfikacje oraz wyzna-
czanie wartodci sktadki czystej dla pojedynczego ryzyka. Uwage skupiono
na zdefiniowaniu poje¢ ubezpieczeniowych oraz odpowiadajacych im po-
jeé statystycznych w celu ujednolicenia procesu taryfikacji proponowanego
w pracy. Caly rozdzial jest podwiecony poprawnemu zdefiniowaniu procesu
taryfikacji, gdyz w literaturze przedmiotu autorzy stosuja jego ré6zna nomen-
klature. Aby to osiaggnaé¢, oméwiono réznorodne aspekty procesu taryfikacji
zwiazane w sensie statystycznym gléwnie z modelami regresyjnymi. Dalej
podjeto temat celowosci zastosowania modeli mieszanych w procesie ta-
ryfikacji. W tym celu przyblizono pojecie modelu mieszanego w kontekécie
taryfikacji. Rozdzial konczy charakterystyka danych zawartych w portfelach
ubezpieczeniowych. Specyfika tych danych bezposrednio wplywa na aplika-
cyjnoé¢ réznych klas modeli mieszanych. W 2 oraz 3 rozdziale pracy scha-
rakteryzowano podstawy teoretyczne dotyczace konstrukcji oraz estymacji
parametréw modeli GLM oraz modeli mieszanych. Oba rozdzialy maja cha-
rakter metodologiczny, jednak zawieraja jedynie ten fragment metodologii,
ktory znajduje zastosowanie w taryfikacji. Rozdzial 2 zawiera opis rozktadow
prawdopodobienstwa zmiennych losowych majacych zastosowanie w proce-
sie taryfikacji. Opisano w nim gléwnie dyspersyjna rodzine rozktadéw wy-
ktadniczych, podrodzine rozktadéw Tweedie, uogdlniony rozktad Poissona
oraz ztozony rozklad Poissona. W rozdziale 3 podjeto tematyke dotycza-
ca samej metodologii zwiazanej z modelami mieszanymi. Uwage skupiono
na modelach nieliniowych, gdyz de facto tylko taka klasa modeli znajduje
zastosowanie w poruszanych zagadnieniach ubezpieczeniowych. Popularne
modele liniowe nie sa prawidlowe, chociazby ze wzgledu na multiplikatyw-
ny charakter procesu taryfikacji. Przedstawiono w kolejnoéci poszczegdlne
klasy modeli regresyjnych poczawszy od modelu najprostszego, jakim jest

klasyczny model nieliniowy z efektami stalymi, dalej przechodzac do modeli
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uogolnionych i ostatecznie wprowadzajac efekty losowe, uzyskujac modele
mieszane. Opis kazdego modelu zawiera: zalozenia, posta¢ modelu oraz me-
tode estymacji parametrow modelu. Rozdzialy 4 i 5 po$wiecono w calosci
modelowaniu w procesie taryfikacji. Punktem wyjscia jest prezentacja obec-
nej praktyki ubezpieczeniowej, jaka sa modele GLM. Dalej wprowadzono
modele nalezace do szerszej klasy modeli, a uwzgledniajace efekty wystepu-
jace w portfelach ubezpieczeniowych nieuwzgledniane w modelach GLM.
Dotyczy to gtéwnie wystepowania duzej liczby polis, dla ktérych w okre-
sie ubezpieczenia nie zaszta zadna szkoda. Konstruowane sa wiec modele,
ktore nie sa formalnie modelami GLM, ale uwzgledniaja wskazane w roz-
dziale 1 efekty pojawiajace w danych ubezpieczeniowych. Nastepnie wpro-
wadzono modele mieszane jako rozszerzenie modeli GLM. Istota stosowania
tych modeli jest uwzglednienie innego efektu wystepujacego w portfelach
polis, jakim sa réznego rodzaju zaleznosci. Modele mieszane pozwalaja na
modelowanie tych zaleznosci. Kazdy podrozdzial obu rozdzialéw zawiera
w pierwszej czesci teoretyczny opis modelu statystycznego, w ktorym zde-
finiowano zatozenia komponentéw danego modelu, gtéwnie rozklady praw-
dopodobienstwa zmiennych losowych. Nastepnie wyprowadzano odpowied-
nie wielkosci istotne w taryfikacji, takie jak warto$¢ oczekiwana, wariancja
czy kowariancja zmiennych losowych. Na kofnicu rozwazono estymacje para-
metréw modelu oraz aspekty programistyczne zwiazane z jej praktycznym
przeprowadzeniem. W drugiej czesci kazdego podrozdziatu przedstawiono
przyktad empiryczny, ktéry ma na celu zobrazowanie jak dziata konkretny
model statystyczny. W efekcie uzyskano oszacowane wartoséci parametréw
rozwazanego modelu. W przyktadach wykorzystano dwa portfele polis po-
chodzace z polskiego rynku ubezpieczeniowego, oznaczane jednolicie w calej
pracy jako danePL oraz danePLpanel. Jeden portfel zawiera dane w uktadzie

przekrojowym, natomiast drugi dane w uktadzie przekrojowo-czasowym.
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Suplementem do pracy jest strona internetowa!, na ktérej sa dostepne
kody procedur powstalych na uzytek czesci empirycznej pracy. We wszyst-
kich przyktadach empirycznych wykorzystano dane z dziatajacego obecnie
zaktadu ubezpieczen majatkowych. Ze wzgledu na klauzule poufnoéci da-
nych, baza danych, zawierajaca szczegdéltowe informacje z portfela polis ko-
munikacyjnych AC, nie moze jednak by¢ udostgpniona. Kody procedur sa
wiec rozszerzone o przypadki portfeli ogélnodostepnych w literaturze przed-
miotu. W dodatku C pracy przedstawiono wiec dodatkowo dwa portfele,
nazwane dataOhlsson oraz motorins. W celu zwiekszenia uzytecznodci sfe-
ry informatycznej, na potrzeby pracy powstal takze pakiet insuranceData
do pobrania z serwera CRAN2. Dzieki temu czytelnik tatwo moze przesledzié
dziatanie algorytméw, analizowaé wyniki czy poréwnywaé¢ modele. Dla pew-
nej klasy modeli wykorzystano dodatkowo komercyjny program komputero-
wy SAS. Wynikato to z faktu, iz program ten posiada szeroko rozbudowana
procedure o nazwie NLMIXED, pozwalajaca na elastyczne definiowanie pewnej
klasy modeli.

Autorka sktada gorace podziekowania recenzentowi Panu dr hab. Sta-
nistawowi Wanatowi, ktéry poprzez wnikliwa analize zawartej w monografii
tematyki przyczynil sie do poprawy jakosci pracy. Dodatkowo podzigkowa-
nia kieruje w stron¢ Kierownika Katedry Metod Statystyczno-Matematycz-
nych w Ekonomii Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach Pana prof.
dr hab. Wlodzimierza Szkutnika oraz pozostalych pracownikéw za meryto-
ryczne uwagi wygtaszane na seminariach naukowych.

Projekt zostal sfinansowany ze Srodkéw Narodowego Cen-

trum Nauki.

! http://web.ue.katowice.pl/woali
2 http://cran.r-project.org/web/packages/insuranceData/index.html
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